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Exercice 1 (20 points) On pose

2 0 4 =3
-4 -1 -12 9
-2 1 1 -4

1. Donner la décomposition LU de la matrice A
2. En déduire la solution du systéme Az = b ot b =* (1.5,4, —14,—6.5)

3. Soit B = (‘U).A.(*L). Sans calculs supplémentaire, donner une décomposition LU de la
matrice B

Exercice 2 (40 points) :Soit A € M, (R), une matrice symétrique définie positive. On note
par \; les valeurs propres de A telles que

A< A <A

On considére I'algorithme du gradient & pas constant, associé au systéme linéaire Ax = b :

k k k
= —(VJ)(z")=b— Az .
{ gl = ¥ + a.rk ot a>0
1. Donner B, la matrice de la méthode itérative.
2

2. Montrer que cette méthode converge si = ———

)\1 + )\n

A

3. Montrer que ||A||2 = p(A) en déduire que Cond(A) = /\—n ol ||.||2 désigne la norme ma-
1

tricielle subordonnée a la norme euclidienne, p(A) désigne le spectre de A et Cond(A) =
||Al]2.]|[A71||2 est le conditionnement de A.

4. On note par e¥ = zF — Z ol Z est la solution exacte du systéme Az = b. Interpréter e* et

montrer que
"t = B.e¥

Cond(A) —1
en déduire que ||e ond(A) 1Hek|]2. Donner un sens analytique & une matrice

k+1 <
l2 < Cond(A) +
bien conditionnée!
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5. Application : On pose

(5 7)) (3)

On rappelle que la fonctionnelle du gradient associée & ce systéme est

J(X) = %(tX)AX ~t(b)X

(a) Exprimer J sous la forme d’une fonction & deux variables (z,y)

(b) Ecrire deux itérations X' et X2 de l'algorithme du gradient & pas optimal ; on part
de X9 =t (2,1).

Exercice 3 (40 points) :Soit A € M,(R) une matrice inversible telle que ses éléments diago-
naux soient tous non nuls et soit b un vecteur de R™. On souhaite résoudre le systéme linéaire
Az = b en utilisant la méthode itérative suivante :

a étant un réel non nul et le vecteur o € R™ étant donné, on construit la suite (zy)ren par la
formule de récurrence

Tppr = (I —aD Az, + aD b, (1)
ou [ est la matrice identité et D la matrice diagonale constituée de la diagonale de A (Dy; = Ay;).

1. Montrer que si la suite (x) converge vers & € R™ alors Z est la solution du systéme linéaire
Az =b.
2. Exprimer les coéfficients de la marice (I — aD~!A) en fonction des coéfficients de A

3. On suppose que A est & diagonale strictement dominante et que 0 < a < 1. Montrer que
11— aD " All < 1 (2)

On rappelle qu'une matrice B € M, (R) est dite a diagonale strictement dominante si

n
VieN, 1<i<n, Y |Bi;|<|B;i
=1, j#i
4. Montrer que, sous les hypothéses de la question précédente, la méthode itérative (1) converge
5. Quelle méthode étudiée en cours retrouve-t-on quand o = 17

<

2 Formulaires !

1. Algorithme de factorisation LU

0 0
afy - )
A — AO — . .

@ . o
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1 0 0
0
0 1 0
a l’étape k on pose Ly = . ey . L= (Lp)™!
. k—1
al(ck )
: 0o . 0
a(k;l)
0 0 (1(15—71) 0 0 1
kk
CL(l)l a’(l)n
0
(k=1) (k—1)
Ay = Qg o Yn
0 al(j)
0
(k—1) (k—1)
a;, ap .
avec agv) :az(;efl) _ M(TI;)]’ ij=k+1---n
LR
a l’étape n — 1, An—l = Ln—l- cee .Ll.AO
A=11.Ly. -+ . L,_1A,-1
~ N~
U
2. Vz €R", [|z]|oc = max |2;]; [[all2 = /200, 27
1<i<n
3. VA € My(R), [|Al|oo = max A2l — Lo (5514, )
’ 220 |[z|loo  1Sisnjm "
4 VA € My(R), ||Alls = max 222 _ Zogia
220 ||z|[2
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